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МАКСИМАЛЬНЫЕ ИДЕАЛЫ 
В ПОЛУКОЛЬЦАХ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
СО ЗНАЧЕНИЯМИ В ЕДИНИЧНОМ ОТРЕЗКЕ 
Введение. Через С(Х, S) обозначим полукольцо всех 
непрерывных функций, определенных на произвольном ком­
пакте Х (то есть компактном хаусдорфовом пространстве) 
и принимающих значения в топологическом полукольце S. 
Пусть 1=[О, 1] - единичный числовой отрезок, рассматрива­
емый с обычными операциями умножения ·, тах ( V) и min 
( /\) 1 частичной операцией сложения + и стапдартной топо­
логией. Тогда С(Х, 1) в зависимости от выбранных операций 
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(определенных поточечно) может быть: 1) идемпотентным по­
лукольцом с операциями · и V, 2) частичным полукольцом 
с операциями · и + , 3) решеткой с операциями Л и V. Ча­
стичное полукольцо С(Х, 1) по свойствам похоже на полуколь­
цо C(X, R+) . Если вместо 1 взять отрезок [-1, 1] с опера­
цией умножения и частичной операцией сложения, то полу­
чим частичное кольцо, похожее по своим свойствам на кольцо 
С(Х, R). Решетки С(Х, 1) по свойствам близки к идемпотент­
нъ1м полукольцам С(Х, 1). 
В С(Х, 1) все функции, кроме единицы, не обратимы. Од­
нако любой функции f Е С(Х, 1) можно сопоставить функцию 
1- f Е C(X,I). 
Напомним, что идеалом J коммутативного полукольца 
(S, $, 0) называется его непустое подмножество, такое, что 
для любых а, Ь Е J, s Е S выполняется: а $ Ь Е J, а 0 s Е J. 
Простыми идеалами будут в точности те идеалы, дополнение 
которых до S мультипликативно замкнуто. В коммутативных 
полукольцах максимакльные идеалы простые. 
Функции f Е С(Х, I) сопоставляется множество Z(f) = 
= 1-1(0), называемое нуль-множеством, через z0(f) обознаr­
чается его внутренность. Каждой точке х Е Х соответству­
ют идеалы Ех = {! Е С(Х, I) : f = 1 на некоторой окрест­
ности точки х} и Ох = 1 - Ех = {J Е С(Х,1) : х Е z0(f)}, 
простые идеалы Мх = {! Е С(Х, I): f(x) =О} и Nx = 
= {! Е C(X,I): f(x) # 1} . 
Простые идеалы. Простые идеалы кольца С(Х, R) и по­
лукольца С(Х, R+) изучались в [1] и [2]. 
Рассмотрим далее строение простых идеалов в С(Х, I) . 
В частичном полукольце С(Х, 1) идеал, содержащий поло­
жительную функцию, будет совпадать с С(Х,1). 
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В полукольце и частичном полукольце С(Х, I) естествен­
ньrм образом вводятся отношения делимости и порядка: 
1) f делится на g <=> найдется h Е С(Х, I), для которой 
! =gh, 
2) f ~ g <=> 'r/x Е Х f(x) ~ g(x). 
Тогда, если f ~ g2 , то f делится на g. Используя этот 
факт, легко доказать, что простые идеалы в полукольце и ча­
стичном полукольце С(Х, I) Л-простые и с каждым своим эле­
ментом содержит все элементы, меньшие его. Кроме того, име­
ет место 
Предложение 1. Любой простой идеал Р nолуколъца 
С(Х, /) содержит Ох длл однозна-чно определенной то-чки 
х Е Х. Если Р содержит функцию f, такую, -что f(x) =/= 
=О, то Nx ~ Р. 
Для изучения свойств простых идеалов полукольца (решет­
ки) С(Х, I) имеет смысл рассмотреть двойственный идеалу 
объект - фильтр, то есть множество, замкнутое по умножению 
(по операции Л) и содержащее с каждым своим элементом все 
элементы, большие его. Аналогично идеалам простой фильтр 
полукольца и решетки С(Х, I) - фильтр, дополнение которого 
до С(Х, I) замкнуто по операции V. 
В полукольце и решетке С(Х, I) фильтры и идеалы связа­
ны следующим образом . 
Предложение 2. Для подмножества J полукольца (ре-
шетки} С(Х, 1) эквивалентны следующие утверждения: 
1. J - простой идеал; 
2. С(Х, 1) \ J - простой фильтр; 
3. J - шkал, С(Х, I) \ J - фильтр. 
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Следовательно, в полукольце и решетке С(Х, 1) макси­
мальные идеалы имеют вид С(Х, 1) \ F по всем минимальным 
простым фильтрам F. 
В полукольце С(Х, 1) будет выполняться 
Предложение 3. Ес.t1и F - филътр в nолуколъце С(Х, /) , 
то 1 - F - его идеал. 
Для решетке С(Х, I) верено и обратное. 
Предложение 4. Подмножество F решетки С(Х, /) 
естъ (простой} фuлътр тогда u толъко тогда, когда 1 - F 
естъ {простой} идеал. 
Для идеала J полукольца (решетки) С(Х, 1) вве­
дем обозначение OJ = {с Е С(Х, 1) : (:Je i J)a =О}. Про­
стой идеал Р редуцированного коммутативного полуколь­
ца будет минимальным <=> О р = Р. Двойственным 
свойством обла,ца,цают фильтры F. Обозначим EF = 
= {с Е С(Х,1): (:Je i F)cv e = 1}. Имеем EF = F <=> F 
минимальный простой фильтр. 
Да.лее заметим, что для любых функций f, е Е С(Х, I) 
fe =О<=> f Л е =О<=> 1 - f л е = 1 <=> (1 - J)(l - е) =О . 
Имеем 
1- Ор = {1- f Е С(Х,1): (:Je i P)J Л е =О}= 
= {1 - f Е С(Х, 1) : (:Je ~ P)(l - !) Л (1 - е) = 1} = Е1_р . 
Следовательно, минимальные простые идеалы в полуколь­
це и решетке С(Х, I) совпадают. 
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Предложение 5. Подмножество Р nолуколъца (решет­
ки) С(Х, 1) .являете.я мuнuмальнъ~м простъ~м идеалом тогда 
и только тогда, когда 1 - Р есть минuмальнwй простой 
фильтр. 
Для произвольной точки х Е Х зададим конгруэнцию 
С(Х, 1)/ Рх на полукольце С(Х, 1): f Рх9 <=> f = g на некото­
рой окрестности точки х. В фактор-полукольце Х/ Рх введем 
отношение -<: [!JРж -< fg]p,., {::} J ~ g на некоторой окрестности 
точки х. Напомним, что точка х Е Х называется F-точкой, 
если Vf, g Е C(X,R) (х Е Z 0 (Jg) =? х Е Z 0 (J) U z0 (g) ). Тогда 
получаем следующую характеризацию F-точек в Х. 
Предложение 6. Дл.я полукольца С(Х, 1) эквивалентны 
следущие утвержденuя: 1} х Е Х - F-точка; 2) идеал Ох 
простой; 3} С(Х, 1)/ Рх - линейно упорядоченное полукольцо 
относительно порядка -<; 4) в С(Х, 1) все простые идеалы, 
содержащие Ох, образуют цепь. 
В случае, когда все точки в Х являтся F-точками, Х на­
зывается F -пространством. Тогда имеем следующий результат. 
Предложение 7. Дл.я произвольного компакта Х экви­
валентнw следущие утверждения: 1} Х - F-пространство; 
2} кажд-ыil. простой идеал полукольца С(Х, 1) содержите.я 
в единственном максимальном идеале; 3) простые идеалы по­
лукольца С(Х, 1), содержащие данный простой идеал, образу­
ют цепь; 4) максимальные идеалы полукольца С(Х, 1) имеют 
вид С(Х, 1) \ Ех по всем х Е Х. 
В кольцах C(X,R) и полукольцах C(X,R+) простые иде­
алы, содержащие данный простой идеал, также образуют 
цепь [2). 
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Максимальные идеалы. В частичных полукольцах, как 
и в полукольце С(Х, R+), верно следующее утверждение. 
Предложение 8. Максимальными идеалами -части•шого 
полукольца С(Х, 1) являются в то-чности идеал'Ы Мх длл раз­
ли-чнtJ~Х точек х Е Х . 
Легко видеть, что в полукольце С(Х, 1) любой максималь­
ный идеал М, содержащий Ох, содержит Nx и содержится 
в С(Х, 1) \Еж. В силу предложений 2 и 5 имеет место 
Теорема. Максималън:ые идеаль1 nолуколъца (решетки) 
С(Х, 1) - это в точности идеалы вида С(Х, 1) \ (1 - Р) no 
всем nростым идеалам Р, совпадающим с О р. 
Поэтому в полукольце и решетке С(Х, 1) имеем: F - мак­
симальный фильтр <=> С(Х, 1) \ F - минимальный простой 
идеал <=> 1- F = С(Х, 1) \ {1- (С(Х, 1) \ F)) - максимальный 
идеал. 
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